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Concours d'Entrée

I. S. F. A.
DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Durée : 4 heures
Calculatrice autorisée
OPTION A
Lesujet est composé d'un exercice et de deux problémestousindépendants.
EXERCICE

On considére I’ équation différentielle
(B): (x2—1) y'+ X y:x3—x.
1. Déterminer une fonction polynéme p solution de I’ équation (E) sur R.
2. Résoudre I’ équation (E) sur chacun desintervalles |- ,—1[, |-1 1[ et | 1, +oo .

3. Expliquer pourquoi la seule solution de (E) sur R est lafonction p.

PROBLEME I
1. Question préliminaire
0 ¢ -b
Onconsiderelamatrice A=|-c 0 a |€ M3(R).
b -a 0

a.  Exprimer YA en fonction de A et déterminer le rang de A.
b. Lamatrice A est-elle diagonalisable dans M, ( R) ?

Dans la suite, E est un espace vectoriel euclidien de dimension n ¢’ est a dire un R-espace vectoriel muni d’un produit

scalaire quel’on notera ( | ). Lanorme associée & ce produit scalaire est notée | ||

Un endomorphisme u de E est antisymétrique si pour tout couple (x,y) devecteursdeEona:
(U [ y)==(x | u(y)).

On notera_4 (E) I’ ensemble des endomorphismes antisymétriques de E.

2. Montrer que ue A(E) s et seulement si, pour tout vecteur xde E ona (u(x) | x)=0.

3. Soit u un endomorphisme de E, soit B une base orthonormée de E et A lamatrice de u dans |a base 3.

Montrer que ue A4 (E) si et seulementsi, 'A=—A.

4. Montrer que 4 (E) est un R-espace vectoriel dont on déterminerala dimension.

5. Exemple

On suppose que dmE =n>3, a et b sont deux vecteurs non nuls et orthogonaux de E, on définit u pour tout

vecteur xde E par : u(x) = (a | x) b—(b | x) a.
a Montrer que ue A(E).

a b
FRRT

(&, &, 6, ..., &) deE.
Ecrire lamatrice de u dans cette base et donner son polyndme caractéristique.

b. On pose g=
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et on compléte cette famille pour obtenir une base orthonormée



6. Valeurspropres

Soit ue A(E).

a.  Montrer que laseule valeur propre réelle possible de u est 0.

b. L’endomorphisme u est-il diagonalisable dansle R-espace vectoriel E ?

c. Montrer que uou est un endomorphisme symétrique réel.

d. Montrer quesi A est unevaleur propre complexe non nulledeu alors A est imaginaire pur.
7. Soitue A(E).

a. Montrer que si n est impair le déterminant de u est nul.

b. Montrer queles espaces Keru et Imu sont orthogonaux.

c. Onnotev|’endomorphisme induit par u sur Imu, montrer que v est bijectif.

d. Endéduirequelerang deu est pair.
8. Soit ue A(E), justifier qu'il existe un entier naturel p et p réels &, a,, ..., a, strictement positifs tels que le

polynéme caractéristique de u soit :

(D" X"MEP(XZ +a)(X2 +ay).. (X +ay).

PROBLEME I
A. Régle de Cauchy

Soit Zun une série a termes réels strictement positifstelle qu’il existe un réel L vérifiant nir?m Du, =L (Cest-adire

1 1|
. = . —Inuy
lim (uy)n= limen " =L).
N—-+oo N—>-oo

1. Onsupposeque L<1.
a Soit ke |L, 4|, montrer qu'il existe n, € N, tel que pour tout ne N, n>ny = u, <k".

b. Endéduirequelasérie Zun converge.

2. Onsupposeque L >1.
a Montrer qu'il existe ny € N, tel que pour tout ne N, n=2ny = u, >1.

b. Endéduireque > u, diverge.

3. Montrer ques L =1, on ne peut pas conclure.
2

n
4. Exemples: en utilisant la régle de Cauchy que I’on vient de prouver étudier la nature des séries Z [L)

mo\n+1
2
Z(n_}_zjn +n

=0 n+1

B. Comparaison avec laréglede d’ Alembert
On pourra utiliser librement, le théoréme de Cesaro :

s lasuite deréels (u,) convergeversunréel | aors

.. (U +Uy+..+uU ;
la suite (#j convergeversleréel |.
n
. ) ] . W
5. Soit (w,) unesuitederéelstelleque lim (W, —w,) =1, montrer que lim —=1.
N—+oo n—+eo N
6. Soitle |0, +oof €t (u,) unesuite deréels strictement positifstelleque lim —"— =1, montrer que lim Ju, =1.
N—+eo Up_1 N—+oo
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7. Etudier laréciprogue en considérant la suite (u,,) telle que, pour tout entier naturel p, Upp =Uppyg = 3P,
C. Application aux sériesentieres
On considére lasérie entiére de lavariableréelle > a, x".

8. Montrer que si la suite (” |an|) converge vers un régl | non nul alors le rayon de convergence de la série est :

R==
I
(on admet que cerésultat restevalable: si | =0, R=+w etsi | =+, R=0).
9. Applications
a. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres
D" X" et Zn(_l)n X",
n

2
b. Discuter en fonction duréel a>0 lerayondelasérieentiére  a" x".
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